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2.1. Optimização Combinatória - Introdução

2.2. Relaxações

Relaxação

Relaxação Linear

Relaxação Lagrangeana – Método de Subragiente

2.3. Resolução exacta de problemas

Branch and Bound

Planos de Corte

2.4. Software 

2. Técnicas de Resolução em Optimização Combinatória

2ª Aula
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

2ª Aula

    XMinuz  xAxbuxc :

 n
XMinz Zx,bAxxc  :PLI

PLI (u)

        XMinz  xTxtyDxdvAxbuxcy,v,u :--

 nX,,,Minz ZxtTxdDxbAxxc  :PLI

PLI (u)

z(u)z

  u
0u

zmaxwDL


DL

wDLz

  livre;;:,,zmaxwDL y0v0uyvu DL
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 Prova-se que o valor óptimo do Dual Lagrangeano nunca é pior 

que o da relaxação linear:

 Quando um problema goza da propriedade de integralidade o 

valor óptimo do Dual Lagrangeano coincide com o da sua 

relaxação Linear:

 Como obter “bons” multiplicadores de Lagrange?

*
DLRL zwz 

*
DLRL zwz 

?u 
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 Resolver o Dual Lagrangeano de um PLI – Problema Não Linear!

 A Função Dual,  z(u), é:

 linear por troços e côncava

 Se, ao fixar

 tiver SO única,

 é diferenciável com gradiente xAb ~

u

z(u)

-4

-2

0 2

-1

1

-3

4/3

x~
uu ~

 u~z

 u~z

      2u~xu~1xMinu~z 21
X


x

1~ u

 

 2,0~ x

gradiente: Axb 21 xx  2,0~ xem                   declive de z(u)!

Ex.: 


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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

 Se ao fixar

 tiver SO alternativas

 não é diferenciável! 

 Subgradiente de uma função côncava em

 Colecção de Subgradientes em

     uuvγu ~z~~z 

x~

uu ~

 u~z

 u~z

    uxxu ~~:~~S   PLIde SO é 

 
   

 













 



ux0λλxAbλ x
ux

x
ux

x
~S~,,1:~Sub ~

~S~
~

~S~
~

x~

onde:
?Sub 0Se:
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA 

Exemplo

 Subgradientes:
21 xx0~  xAb

u

z(u)

-4

-2

0 2

-1

1

-3

4/3

1~ u

       2,1~ ; 2,0~ ~ 21  xxuS

   















0;

1

22120

21

21

2121

λλ

λλ

λλλλ

      2u~xu~1xMinu~z 21
X


x 

 Se   1=0 – gráfico...

 Se   2=0 – gráfico...

= 0
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1. Resolver  PLI(uk) e seja  xk a respectiva s.o.

Se                           e                                    FIM:  xk é s.o. do PLI  e  z(uk)=wDL=z*

2. Se 

3. Obter o novo vector de multiplicadores:

4. . k  k  1

5. Se (k  max_iter ou                    )   FIM

caso contrário voltar a 1.

45

OPTIMIZAÇÃO INTEIRA                       Método de Subgradiente      

 Obtenção de “bons” mutiplicadores:   0uu  :zmaxwLD

  k
k

k1k 0máx Axbuu   ;

z

Subgradiente de z(u) em uk

 passo (escalar)
0. Input: max_iter; uo ; k=0 ;  ; 0 ; ;z




z

zz

0Axb  k   0Axbu  kk

   kk zzzz uu 

Exemplo
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA                       Método de Subgradiente      

Observações:

 O valor do minorante só é actualizado quando se obtém um valor melhor 

que o actual (passo 2)!

 Escolha do passo (k0)  – por forma a que haja convergência:

 
2

k

k

kk

zz

Axb

u




 20 k com

 Sempre que no passo 1 se obtém uma SA  de valor menor que o do majorante

este deve ser actualizado!

 Regra: iniciar com k2 e dividir ao meio sempre num n.º pré-definido de 

iterações o valor do minorante não seja alterado!

Exemplo

ex_aula_subgrad.xlsx
ex_aula_subgrad.xlsx
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OPTIMIZAÇÃO INTEIRA      

Exercícios
3. Escrever o Método de subgradiente considerando o problema inicial de 

Maximização em que se relaxam restrições de tipo .

4. Aplicar o algoritmo subgradiente (4 iterações) aos problemas do grupo 2.

5. Considere a seguinte rede, onde os valores sobre os arcos representam, 

respectivamente, o custo e o tempo. Formule o problema de determinação do 

caminho de custo total mínimo de s para t, com tempo total não superior a =10 e 

defina uma sua relaxação Lagrangeana. Faça 2 iterações do método 

subgradiente.

s

2

3

t

10 , 12
3 , 2

9 , 4
8 , 5

8 , 1 4 , 1

Solver

ex_C+C_com rest extra_subgrad.xls

